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基于亚像素位移的超分辨率图像重建算法
张东晓 1, 2 鲁 林 1 李翠华 1 金泰松 1
摘 要 针对多帧图像超分辨率重建问题, 利用一阶泰勒展式, 在亚像素级上对图像退化过程进行建模, 并建立极小化能量函
数, 选择 Graph-cut 算法进行能量极小化求解. 为了验证本文算法的有效性, 采用模拟图像退化过程和直接用相机拍摄两种方
式获得低分辨率图像序列. 从 4× 4 倍重建结果的比较来看, 本文算法不仅对模拟退化过程产生的低分辨率图像序列有效, 而
且在提高真实低分辨率图像的分辨能力方面也有很好的效果. 此外, 实验结果表明本文算法对噪声有较好的抗干扰能力.
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Super-resolution Image Reconstruction Algorithm Based on Sub-pixel Shift
ZHANG Dong-Xiao1, 2 LU Lin1 LI Cui-Hua1 JIN Tai-Song1
Abstract This paper studies the problem of multi-frame image super-resolution reconstruction. The process of image
degradation is modeled by using the first-order Taylor expansion based on sub-pixel. Then the energy minimization
function is established and the graph-cut algorithm is chosen to solve the energy minimization. In order to confirm
this algorithm, we obtain the low resolution images by two ways: simulating image degradation and taking photos. By
comparing the 4 × 4 times reconstruction results, it is shown that this algorithm is valid not only for simulation of
low resolution images but also for real images. Besides, experimental results show that this algorithm possesses good
anti-interference ability of noise.
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正则化框架[7−10]、最大后验估计 (Maximum a pos-
teriori, MAP) 框架[11−15]、小波框架[16−17]、POCS
(Projection onto convex sets)[18−19], 等. 无论在哪
种框架下讨论, 保证超分辨率重建这个逆问题的良
态 (Well condition)[20] 性都是必要的. 如文献 [11]
在MAP 框架下, 对图像进行马尔科夫随机场建模,
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并提出高分辨率像素在低分辨率坐标系中的 “影响
范围”, 以满足良态性要求, 利用图割算法进行 4× 4
倍重建, 得到较理想的效果.













像” 的宗旨相悖. 因此, 如何摆脱硬件, 并有效地利
用亚像素信息, 便成为本文关注的重点.
为了充分利用亚像素信息, 受文献 [16] 的启
发, 本文对图像退化模型进行泰勒一阶近似, 在文
献 [11] 的基础上, 重新确定极小化能量函数, 并用
Graph-cut 算法进行求解.
1 图像退化模型
设 {g1, g2, · · · , gn}为现有硬件设备采集的 n帧
低分辨率图像, f 为待重建的高分辨率图像. 如图 1
所示, 图像的退化过程可以描述为: 图 1 (a) 中高分
辨率图像经过几何变换 Tk 后变为图 1 (b) 中结果,
然后对图 1 (a) 和 (b) 分别进行模糊 (点扩散函数
Hk)、退化 (D)、加噪声得到图 1 (c) 和 (d).
图 1 图像退化过程
Fig. 1 Image degradation process
与文献 [11] 一致, 将图像退化模型表示为
gk = DHkTkf + ηk, k = 1, 2, · · · , n (1)
其中, Tk 为几何变换, Hk 为点扩散函数, D 为下采
样算子, ηk 是噪声信号. 本文考虑 4 × 4 倍重建, 所
以下采样算子 D 为 4 : 1 采样.
为了获得更精确的退化模型, 有必要研究高分
辨率坐标系和低分辨率坐标系之间的对应关系. 为
此, 规定图像左上角为坐标原点, 向右为 x 轴正方
向, 向下为 y 轴正方向. 图 1 (a), (b), (d) 中圆点所
示像素在对应坐标系中的位置如图 2 (a), (b), (d)
所示. 图 2 (d) 是图 1 (d) 中圆点所示像素在低分辨
率坐标系中的位置关系, 其坐标为 (s, t); 图 2 (b) 是
图 1 (b) 中圆点所示像素在高分辨率坐标系中的位
置关系, 其坐标为 (x′, y′), 经过下采样以后, (x′, y′)
变为 (s, t), 即 (s, t) 的灰度值由点扩散函数 Hk 在
(x′, y′) 处的模糊确定; 图 2 (a) 是图 1 (a) 中圆点所
示像素在高分辨率坐标系中的位置关系, 其坐标为
(x+ex, y+ey),经过变换 fk = Tkf 后,变为 (x′, y′);
图 2 (c) 是图 2 (a) 中方框部分的局部放大图, 在 x
和 y 方向上的误差分别为 ex 和 ey. 此外, 由于点
扩散函数 Hk 并不改变坐标的位置关系, 所以从图
2 (b) 到 (d) 的过程中, 并未体现 Hk.
图 2 高、低分辨率坐标系的对应关系
Fig. 2 Correspondence between high and low resolution
coordinate systems
因此, 准确的退化过程可描述为
gk(s, t) = HkTkf(x + ex, y + ey) + ηk (2)
其中, (s, t) = DTk(x+ ex, y + ey). 这里低分辨率网
格中 (s, t) 位置处的灰度值并非只由高分辨率网格
中 (x + ex, y + ey) 位置处的灰度值决定, 而是由该
12期 张东晓等: 基于亚像素位移的超分辨率图像重建算法 2853
位置以及周围像素共同确定, 其确定方式取决于点
扩散函数 Hk. 考虑到低分辨率图像的采集过程是对
同一场景的整体采集, 不妨假设变换 Tk 都是整体变
换. 此外, 假设点扩散函数 Hk 具有平移不变性, 则
Hkfk(x′, y′) = Hkf(x + ex, y + ey)
考虑到 fk = Tkf , 从而
gk(s, t) = Hkf(x + ex, y + ey) + ηk (3)
由于 |ex| 和 |ey| 不会超过半个像素单位, 通常按照
四舍五入将以上模型近似为
gk(s, t) ≈ Hkf(x, y) + ηk (4)
假设在图像退化过程中, 点扩散函数均保持不变, 用
滤波器 h 近似代替, 则由式 (3) 和式 (4) 可得到空
域中的两种图像退化模型:
gk(s, t) = h ∗ f(x + ex, y + ey) + ηk (5)
gk(s, t) ≈ h ∗ f(x, y) + ηk (6)
其中, “*” 为卷积, (s, t) = DTk(x + ex, y + ey) ≈
DTk(x, y). 式 (5) 保留亚像素信息, 式 (6) 以四舍五
入近似, 忽略该信息.
在超分辨率重建过程中, 文献 [7, 11−14] 均采






为了满足良态性[20] 要求, 文献 [11] 引入影响范
围的概念. 针对图 2 (a) 中的像素 p(x, y) 和图 2 (d)
中像素 p′(s, t), 如果 p 在低分辨率坐标系中的投影
p′′ = DTkp 在 p′ 的影响范围内, 那么设定 p′ 和 p




1, d(p′, p′′) < θ
0, 其他
其中, d(·) 为欧氏距离, θ 为阈值, 在实际操作过程
中将 αk 归一化使
∑




























Θ, |f(p)− f(q)|), Θ 为阈值. λ 为正常数, 以调





h ∗ f(x + ex, y + ey) ≈ h ∗ f(x, y)+
ex · ∂
∂x
(h ∗ f)(x, y) + ey · ∂
∂y



















= hx, ∂h∂y = hy, 则退化模型 (5) 近似为
gk(s, t) ≈ (h+ ex ·hx + ey ·hy) ∗ f(x, y)+ ηk (10)
简化表示, 令 h∗ = h + ex · hx + ey · hy, fp = f(p),

















具有更高的精度. 本文所提能量函数 (11) 正是利用
了较高精度的退化模型 (10), 因此, 它比文献 [11]的
能量函数 (7) 具有更高的精度.
2.2 重写能量函数













是数据项, 表示将 fp 赋值给 p 所消耗的能量.∑
p,q∈N Vp,q(fp, fq) 是先验项, 表示将 fp 和 fq 分
别赋值给相邻节点 p, q 所消耗的能量.
受滤波器 h∗ 的影响, 式 (11) 中的第一项涉及
到相邻像素间的运算, 还不满足式 (12) 中数据项
的要求. 为此, 需要重写式 (11). 根据卷积运算规
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式, 但是尚需进一步处理才能使用 Graph-cut 算法.
3 能量函数的极小化
针对式 (12)这种不连续的能量函数,一种快速、
有效的极小化算法要数 Expansion move[27−28]. 文
献 [26] 对该算法所能求解的能量函数展开研究, 给








其中, x1, x2, · · · , xn ∈ {0, 1}. 该能量函数可以
图表示 (Graph-representable), 从而可以利用 α-
expansion 求解, 当且仅当 Ei,j 满足如下正则性条
件 (Regularity condition):
Ei,j(0, 0)+Ei,j(1, 1) ≤ Ei,j(0, 1)+Ei,j(1, 0) (15)
在 Expansion move 算法过程中, 一次 α-expansion
旨在确定哪些像素的灰度值为 α 时, 可使能量函
数最小. 如果将图像的像素位置标记为 1, 2, · · · , n,
用 xi = 1 表示第 i 个像素的灰度值为 α, 而用




































































q ∈ Np 和 p ∈ Nq 同时成立. 这显然与 F 2 类能量
函数 (14) 的第二项 i < j 的要求相悖.
为此, 考虑图 3 所示的新邻域关系: 图 3 (a) 为
针对 8 邻域系统的新邻域关系; 图 3 (b) 为针对 4 邻
域系统的新邻域关系, 与像素 p 相邻的位置用星号
表示.
图 3 图像的新邻域系统 N∗
Fig. 3 Image new neighborhood systems N∗
用 q ∈ N∗p 表示 q 在 p 的新邻域内, 显然
q ∈ N∗p 与 p ∈ N∗q 不能同时成立. 注意到
Vp,q(fp, fq) = Vq,p(fq, fp), 那么能量函数 (16) 可





















其中, λ′ = 2λ 且 φ∗pq(fp, fq) = φpq(fp, fq) +
φqp(fq, fp). 如果令
Ei(0) = D∗p(fp), E
i(1) = D∗p(α)
Ei,j(0, 0) = φ∗pq(fp, fq) + λ
′Vp,q(fp, fq)
Ei,j(0, 1) = φ∗pq(fp, α) + λ
′Vp,q(fp, α)
Ei,j(1, 0) = φ∗pq(α, fq) + λ
′Vp,q(α, fq)
Ei,j(1, 1) = φ∗pq(α, α) + λ
′Vp,q(α, α) (18)
那么式 (17) 便是二值能量函数 (14). 至此, 式 (17)
已经完全具有F 2 类能量函数的形式 (14).
3.3 满足正则性条件 (Regularity condition)
尽管新能量函数 (17) 已经是 F 2 类能量函数,
但是尚需满足正则性条件 (Regularity condition),
才能利用 α-expansion 算法进行极小化求解. 由
Vp,q 的定义可知, 下式显然成立:
λ′Vp,q(fp, fq) + λ′Vp,q(α, α) ≤
λ′Vp,q(fp, α) + λ′Vp,q(α, fq)
由式 (18) 可知, 欲满足正则性条件 (15), 只需
φ∗pq(fp, fq) 满足如下条件即可,
φ∗pq(fp, fq) + φ
∗




pq(α, α)−φ∗pq(fp, α)−φ∗pq(α, fq) ≤ 0
注意到
∑n
k=1 αk = 1, 经过化简得到:
φ∗pq(fp, fq) + φ
∗








留意简化过程,不难发现上式中 fp 和 fq 分别来源于
∆p(k) = ω∗ppfp − gk(p′) 和∆q(k) = ω∗qqfq − gk(q′).
在一次 α-expansion 过程中, 由于算法遍历所有 La-
bel, 不可能保证 (α− fq)(α− fp) ≤ 0 恒成立. 为此
需要对 ∆p(k) = ω∗ppfp − gk(p′) 近似. 由以上讨论,
只有将 ∆p(k) 近似为 ∆p(k) = ω∗ppα − gk(p′), 才能
在每次 α-expansion 中保证正则性条件 (15) 成立.
3.4 点扩散函数 (PSF)的近似
高斯点扩散函数具有空间不变性的良好性质,
满足退化模型 (5) 的要求, 本文采用高斯点扩散函
数模拟图像退化过程.
二维滤波器可以由一维滤波器的克罗内克
积 (Kronecker product) 构造, 所以只需确定一维










µ) 在 µ = 0 处离散, 将离散结果分别表示为行向量
p 和 d. 则高斯点扩散函数的滤波器和导数滤波器分
别由如下克罗内克积构造:
h = p⊗ pT, hx = pT ⊗ d, hy = p⊗ dT
为了使滤波器中心落在像素位置, 通常选用奇
数点离散.相比 3×3滤波器, 使用 5×5滤波器在计
算上的开销很大, 但在重建效果上并没有很多改善,
甚至会使图像整体模糊, 细节辨识能力降低, 所以在
具体重建过程中, 我们选用三点离散方式, 即 3 × 3
滤波器.
3.5 亚像素位移的确定
图像退化模型 (1)中的几何变换 Tk 通常需要由
图像配准技术确定, 而图像配准本身又是一个病态
问题, 也是一个极具挑战性的课题, 限于本文主要讨







如图 2 所示, 在从高分辨率网格到低分辨率网
格的投影过程中, 会产生亚像素级上的偏差 ex 和
ey, 该偏差可以利用几何变换 Tk 求得. 假设从待重
建的高分辨率图像 f 到第 k 帧低分辨率图像对应的
















其中, e(k)x 和 e
(k)
y 分别表示水平和垂直方向上的亚
像素位移, I 为强制取整算子. 显然对于 k = 1 来





重建效果. 不过, 从第 4.2 节的对比实验来看, 即使
在一般的配准技术下, 引入亚像素位移仍然能够获






函数, 并选用 Graph-cut 算法进行极小化求解. 算
法流程如图 4 所示.
图 4 本文所提算法的流程图






进行重建, 并与文献 [11, 16] 算法所得结果进行比
较. 文献 [16] 算法中的参数统一设置为 µ1 = 0.05,
µ2 = 0.01, 迭代次数为 5, 该算法的重建倍数为
2 × 2, 故需要两次重建. 文献 [11] 算法中的参数统
一设置为 λ = 0.6, θ = 0.45, Θ = 8. 除了噪声的
抗干扰实验, 本文算法的参数也如此设置. 此外, 模
型求解过程中, 使用了由 Yuri Boykov 等提供的代
码1.
在算法效率方面, 与文献 [11] 相比, 本文所提算
法只在确定亚像素位移时需要额外的开销, 而这个
时间与整个重建用时相比可以忽略不计. 因此在算





序列. 退化过程为: 将高分辨率源图 (图 5 (a) 和图
6 (a)) 做退化处理, 得到 32 帧低分辨率图像. 退化
过程中的变换以随机方式产生, 最大平移量为 16,
最大旋转角度为 π/32, 下采样倍率为 4 : 1, 无噪声.
重建结果如图 5 和 6 所示.
分析图 5, 由图 5 (b) 可以看出, 每帧低分辨率
图像的细节信息都严重丢失, 图像上的数字无法辨
识. 为了说明这一点, 随机选取一帧低分辨率图像进
行双三次插值, 结果如图 5 (c) 所示. 图 5 (d)∼ (f)
分别是用文献 [16]、[11] 和本文算法所得结果. 图
5 (d) 和 (e) 能够重建出部分细节. 但比较起来, 图
5 (f) 更有效地补充了低分辨率图像中原本丢失的细
节信息, 比如左上角的数字 “200” 和中间的 “150”.
分析图 6, 本文算法和文献 [11] 都可重建出更
多的细节信息, 优于文献 [16]. 但是文献 [11] 在重建
过程中, 引入了错误信息, 这一点从图 6 (d) 的右侧




了处理方便, 将图像灰度值归一化到 [0, 1] 区间, 然
后加入高斯白噪声, 这里用方差来刻画噪声的程度.
重建参数统一为 λ = 0.01, θ = 0.45, Θ = 8.
(a) 高分辨率源图 (300× 300)
(a) High resolution source image
(300× 300)
(b) 32 帧低分辨率图像中的 16 帧
(b) 16 low resolution images out of
32
(c) 某帧低分辨率图像的双三次插值
(c) Bicubic interpolation of some LR
image
1http://pub.ist.ac.at/˜vnk/software.html
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(d) 文献 [16] 结果
(d) Result of [16]
(e) 文献 [11] 结果




Fig. 5 Super-resolution reconstruction results by simulating degradation process
图 6 模拟退化过程的超分辨率重建结果截图 (对应于图 6 (a) 中方框部分)
Fig. 6 Close-ups (corresponding to square of Fig 6 (a)) of super-resolution reconstruction results by
simulating degradation process
在将图 7 (a) 进行退化时, 分别加入方差为
0.1 ∼ 0.9 等差变化的 9 种噪声, 每种噪声下获
得 32 帧低分辨率图像, 每组低分辨率噪声图像的
参考帧如图 7 (b) 所示. 针对无噪声和不同程度噪
声, 分别进行重建, 重建结果的截图 (对应于图 7 (a)
左上侧的方框部分) 如图 8 第二行所示. 图 8 第一
行为双三次插值结果, 可以看出当方差大于等于 0.3
时, 低分辨率图像的数字根本无法辨识, 但是重建结





的个人主页2, 其用奥林巴斯 C-4000 拍摄了 30 帧
大小为 57 像素× 49 像素的图像, 其中 16 帧如图
9 (a) 所示. 图 9 (b) 是参考帧的双三次插值结果, 图
9 (c)∼ (e) 分别是文献 [16]、[11] 和本文算法所得结
果.
分析图 9 (c), 尽管有更高的对比度, 但是部
分字母已无法辨识, 如第 1、3、4 行前 2 个字母
“Hi”、“pr”、“hi”. 比较起来, 图 9 (d) 具有更强的
辨识度, 但是图 9 (d) 中很多字母连在了一起, 如第
2、4、5 行的前两个字母 “HP”、“hi”、“tr”, 且引
入了许多不正确的信息, 如高亮部分. 图 9 (e) 克服
了图 9 (d) 中结果的缺陷, 较大程度地提高了分辨能
力.
2http://users.soe.ucsc.edu/milanfar/software/sr-datasets.html
2858 自 动 化 学 报 40卷
图 7 高分辨率源图和低分辨率噪声图
Fig. 7 High resolution source image and low resolution noise images
图 8 不同程度噪声图像的重建结果截图 (从左至右分别是不同方差的情况, 第一行为双三次插值结果, 第二行为重建结果,
下方数字为噪声的方差)
Fig. 8 Close-ups of reconstruction results under various degree of noises (From left to right: bicubic interpolation (top)
and reconstruction results (middle) of noise images with different variances. The bottom numbers are variances of
noises.)
第 2 个实验以自拍的方式获得低分辨率图像
序列. 拍摄器械: 佳能 600d 机身, 佳能 EF-S18-
55mmISII 镜头. 拍摄参数: 快门速度 1/100 秒, 光
圈值 f3.5, iso200, 18 mm 广角, 物距约 130mm, 无
闪光, 画质设置为 S3 (图像尺寸 480 像素× 720 像
素), 拍摄氛围设置为单色黑白. 拍摄方式: 三脚架
拍摄, 相机上下移动最大幅度约 20mm, 旋转角度最
大幅度约 10 度. 对准包含如图 10 (a) 所示的场景拍
摄, 对拍摄的 32 张图像 (480 像素 × 720 像素) 分
别进行裁剪, 截取一部分 (100 像素 × 200 像素) 作
为低分辨率图像, 其中 6 帧如图 10 (b) 所示.
重建结果的部分截图如图 11 所示, 共取 6 组截
图, 每组截图中从左至右分别为双三次插值、文献
[16]、文献 [11] 算法所得结果和本文结果. 本文算法
对这 6 本书名都可以正确地加以辨识, 而文献 [11]
的算法仅能辨识《人工智能》和《数字图像处理》这
两本书, 文献 [16] 的算法只能辨识出个别汉字.
5 结论
基于亚像素, 本文重新考虑图像退化模型, 并在
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图 9 数据库图像重建结果
Fig. 9 Reconstruction results of database images
图 10 自拍图像
Fig. 10 Images taken by digital camera
图 11 自拍图像重建结果的 6 个截图 ((a)、(b)、(c)、(d) 分
别为双三次插值、文献 [16]、[11] 和本文结果)
Fig. 11 Six close-ups of reconstruction results about
photos taken by ourselves ((a), (b), (c), (d) are results of
bicubic, [16], [11] and this paper respectively.)
亚像素级上用一阶泰勒展式对图像的退化过程进行
近似, 从而建立超分辨率图像重建的极小化能量函
数. 利用图割算法: α-expansion 进行极小化求解.
在求解过程中, 为了构造合适的图 (带有 Source 和
Sink 节点) 结构, 将能量函数重写为数据项和先验
项的和. 保留关于两个相邻像素的先验信息, 忽略关
于三个 (及更多) 相邻像素的先验部分, 在新定义的










表示为 F 3 类能量函数, 以期进一步提高算法的重
建效果.
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